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PETITS POINTS ET CONJECTURE DE BOGOMOLOV
RA˘ZVAN LIT¸CANU
Re´sume´. This paper is devoted to the statement known as the Bogo-
molov conjecture on small points. We present the outline of Zhang’s
proof of the generalized version of the conjecture. An explicit bound
for the height of a non-torsion variety of an abelian variety is obtai-
ned in the frame of Arakelov theory. Some further developments are
mentioned.
0. Introduction
Soit C une courbe propre, lisse, ge´ome´triquement connexe de genre g ≥ 2
de´finie sur un corps de nombres K. Bogomolov a propose´ la conjecture
suivante ([5]) :
The´ore`me 0.1 (Ullmo, [36]). Il existe ε > 0 tel que l’ensemble
{P ∈ C(K) / hˆ(φD0(P ) ≤ ε}
soit fini.
ou` D0 est un diviseur de degre´ 1 sur C tel que (2g− 2)D soit un diviseur
canonique, et φD0 : C → J le plongement de C dans sa jacobienne de´fini
par D0. Puisque les points de torsion sont caracte´rise´s par l’annulation de la
hauteur, on obtient une nouvelle preuve du the´ore`me suivant, duˆ a` Raynaud
[26] :
Corollaire 0.2. L’ensemble des points P ∈ C(K) tels que φD0(P ) est de
torsion dans J est fini.1
Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres K. Fixons
un plongement K ↪→ C et soit Q la cloˆture alge´brique de K dans C. Soit
h : A(Q) → R la hauteur de Ne´ron-Tate associe´e a` un faisceau inversible
ample et syme´trique L sur A. Soit X une sous-varie´te´ de A de´finie sur une
extension finie K ′ de K.
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1L’e´nonce´ de Raynaud est vrai en ge´ne´ral sur un corps de caracte´ristique 0.
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De´finition 0.1. On dit que X est de torsion si elle est la translate´e d’une
sous-varie´te´ abe´lienne par un point de torsion.
Pour tout re´el ε ≥ 0, on de´finit aussi l’ensemble
X(ε) := {x ∈ X(Q) / h(x) ≤ ε} .
La conjecture de Bogomolov se ge´ne´ralise alors d’une manie`re naturelle :
The´ore`me 0.3 (Zhang, [41]). Soit X une sous-varie´te´ de A, de´finie sur
Q, qui n’est pas de torsion. Alors il existe une constante ε > 0 telle que
l’ensemble X(ε) ne soit pas Zariski dense dans X.
En particulier, on obtient une nouvelle preuve de l’e´nonce´ suivant, de´mon-
tre´ par Raynaud [26], [27] (la conjecture de Manin-Mumford) :
Corollaire 0.4. Soit X une sous-varie´te´ de A, de´finie sur Q, qui n’est pas
de torsion. Alors l’ensemble X(Q) ∩ A(Q)tor des points de X(Q) qui sont
de torsion dans A n’est pas Zariski dense dans X.
Les preuves de Ullmo et Zhang, dont les ide´es sont pre´sente´es dans la
Section 2, sont base´es sur un re´sultat d’e´quidistribution des petits points
du a Szpiro, Ullmo et Zhang [34]. Ce re´sutat est pre´sente´ dans le paragraphe
suivant.
En utilisant la hauteur normalise´e de´finie par Philippon et des me´thodes
propres a` l’approximation diophantienne, David et Philippon on donne´ une
preuve effective de la conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e, en minorant par
une constante positive la hauteur d’une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne,
qui n’est pas de torsion. Le troisie`me paragraphe contient une preuve ex-
plicite qui reprend certaines ide´es de David et Philippon, mais avec une
hauteur et des calculs dans le contexte arakelovien.
Le dernier paragraphe est consacre´ a` un passage en revue de
certains re´sultats partiels ante´rieurs aux preuves de Ullmo, Zhang et David-
Philippon, ainsi qu’au de´veloppements ulte´rieurs.
On se rapporte a` l’article [20] pour les de´finitions et certains re´sultats
utilise´s dans cet article. On garde aussi les conventions et les notations. No-
tamment, si X est une varie´te´ arithme´tique de´finie sur l’anneau des entiers
d’un corps de nombres K de fibre ge´ne´rique X, L = (L, ‖ ‖σ) est un faisceau
inversible hermitien sur X et Y est une sous-varie´te´ ferme´e de X, de´finie
sur une extension finie K ′ de K, alors on note hL(Y ) la hauteur d’Arakelov
de Y par rapport a` L, normalise´e par le degre´ ge´ome´trique. Si A est une
varie´te´ abe´lienne de´finie sur K et L est un faisceau inversible sur A, ample
et syme´trique, alors hˆL(X) est la hauteur normalise´e, par rapport a` L, du
sous-sche´ma ferme´ X de A.
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1. Hauteur d’une sous-varie´te´ et hauteurs de ses points ;
e´quidistribution
Soient X une varie´te´ arithme´tique de´finie sur l’anneau des entiers d’un
corps de nombres K, et L un faisceau inversible me´trise´ sur X, ample et
semi-positif, dont la me´trique est lisse (pour les conditions de positivite´ des
me´triques, ne´cessaires pour les re´sultats de ce paragraphe voir [39]). Soit
Y ⊂ XK une sous-varie´te´ et posons, pour 1 ≤ i ≤ dimY + 1,
(1.1) eiL(Y ) = sup
Z ⊂ Y
codimZ = i
inf
x∈(Y−Z)(K)
hL(x)
(les minimum successifs).
Remarque 1.1. On a e´videmment
e1L(Y ) = lim inf hL(xn)
ou` (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites ge´ne´riques de Y , (i.e. dont tout
ferme´ strict de Y contient au plus un nombre fini de points).
Le the´ore`me suivant compare cette quantite´ a` la hauteur de Y , et ca-
racte´rise le cas d’e´galite´ :
The´ore`me 1.1. (i) (Zhang [39])Pour toute sous-varie´te´ Y de XK , on a
(1.2)
1
dimY + 1
(
e1L(Y ) + · · ·+ edimY+1L (Y )
)
≤ hL(Y ) ≤ e1L(Y ) .
(ii)(Szpiro, Ullmo et Zhang, [34]) Supposons que hL(Y ) = e
1
L(Y ) et
soit (xn) une suite ge´ne´rique de points de Y telle que hL(xn) → hL(Y ).
Alors elle ve´rifie la proprie´te´ d’e´quidistribution suivante : pour toute σ ∈
S∞,K la suite
1
#O(xn)
∑
y∈O(xn)
f(y)
converge vers
∫
Yσ(C)
fµ, pour toute f fonction continue sur Yσ(C), ou` O(xn)
est la orbite de xn sous Galois et
µ =
c1(Lσ, ‖ ‖σ)d
degL(Y )
.
Un point essentiel de la preuve ([39], [34]) est la possibilite´ de choisir
convenablement, dans le contexte arakelovien, les me´triques a` l’infini sur le
faisceau L.
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Dans le cas ou` la varie´te´ ambiante A est abe´lienne, munie de la hauteur
normalise´e hˆL associe´e a` un faisceau ample et syme´trique L, on peut de´finir
d’une manie`re analogue, pour une sous-varie´te´ X de A et 1 ≤ i ≤ dimX+1,
(1.3) eˆiL(X) = sup
Z ⊂ X
codimZ = i
inf
x∈(X−Z)(K)
hˆL(x) .
E´videmment
eˆ1L(X) = lim inf hˆL(xn)
ou` (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites ge´ne´riques de X.
On a dans cette situation :
The´ore`me 1.2. (i) (Zhang [40]) Pour toute sous-varie´te´ X de A
(1.4)
1
dimX + 1
(
eˆ1L(X) + . . .+ eˆ
dimX+1
L (X)
)
≤ hˆL(X) ≤ eˆ1L(X) .
(ii) (Szpiro, Ullmo et Zhang, [34]) Supposons que hˆL(X) = eˆ1L(X) et
soit (xn) une suite ge´ne´rique des points de X telle que hˆL(xn) → hˆL(X).
Alors cette suite est e´quidistribue´e, dans le sens du The´ore`me 1.1, par rap-
port a` la mesure
µ =
c1(Lσ, ‖ ‖σ)d
degL(X)
,
c1(Lσ, ‖ ‖σ)d e´tant la courbure de la me´trique du cube fixe´e sur Lσ.
La preuve utilise le the´ore`me pre´ce´dent, sur une suite de mode`les de A
utilise´e pour la construction de la hauteur normalise´e.
La conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e (The´ore`me 0.3) peut alors eˆtre
reformule´e de la manie`re suivante : si A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur
un corps de nombres K et X est une sous-varie´te´ de´finie sur une extension
finie de K, qui n’est pas de torsion, alors hˆL(X) > 0.
2. Conjecture de Bogomolov : approche qualitative
On pre´sente ici les principales ide´es de la preuve de la conjecture de Bo-
gomolov ge´ne´ralise´e (The´ore`me 0.3), preuve due a` Zhang [41], qui e´tend
la de´monstration de Ullmo dans le cas d’une courbe plonge´e dans sa jaco-
bienne ([36]). Soient A une varie´te´ abe´lienne sur le corps de nombresK, L un
faisceau inversible ample et syme´trique sur A et ψ : [2]∗L→ L⊗4 un isomor-
phisme fixe´. On muni L des me´triques du cube qui font des ψσ des isome´tries.
Il s’agit de montrer que si X n’est pas de torsion, il n’existe aucune suite
ge´ne´rique de points de X dont les hauteurs normalise´es tendent vers 0 (on
appelle une telle suite une suite de petits points). Puisque hˆL(X) ≥ 0, en
tenant compte du the´ore`me d’e´quidistribution, l’existence d’une telle suite
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impliquerait hˆL(X) = 0 et elle serait e´quidistribue´e par rapport a` la mesure
µ = c1(Lσ,‖ ‖σ)
d
degL(Y )
.
La de´monstration du The´ore`me 0.3 se fait par l’absurde, en parcourant
les pas suivants :
1. Re´duction au cas ou` le fixateur deX dans A, G(X) = {a ∈ A / a+X =
X} est trivial. Essentiellement, on utilise une isoge´nie A → A′ × A′′, ou`
A′ = A/G et A′′ est la composante connexe de G contenant l’e´le´ment neutre.
Une suite ge´ne´rique de petits points dans X fournit une telle suite dans
X ′ = X/G ⊂ A′, qui est a` fixateur trivial.
2. Soit pour tout entier m ≥ 2 l’application
αm : Xm → Am−1
(x1, . . . , xm) 7→ (x2 − x1, . . . , xm − xm−1) .
Alors, siG(X) est trivial, pourm assez grand l’application αm est quasi-finie
de degre´ ge´ne´rique 1. On utilise le fait que, si on note, pour x ∈ X,
G(x) = {a ∈ A / a+ x ∈ X} ,
alors ∩x∈XG(x) = G(X) = 0, et donc on peut trouver (ξ1, . . . , ξm) ∈ Xm
pour m suffisament grand tel que G(ξ1) ∩ · · · ∩ G(ξm) = 0. Mais cette
intersection est isomorphe a` la fibre de αm qui contient (ξ1, . . . , ξm).
L’assertion implique qu’il existe des ouverts Um ⊂ Xm et Vm ⊂ αm(Xm)
tels que αm : Um → Vm soit un isomorphisme. Notons aussi qu’un tel αm
posse`de une fibre de dimension exceptionnelle, α−1m (0, 0, . . . , 0) ' X.
3. Soient pri : Am → A la i-e`me projection et Lm = ⊗ipr∗i L, muni des
me´triques du cube induites par celles de L. Alors sa courbure est
ωm,σ =
m∑
i=1
pr∗i c1(Lσ, ‖ ‖σ)
et
hˆm(x1, . . . , xn) := hˆLm(x1, . . . , xn) =
m∑
i=1
hˆL(xi) .
4. On suppose qu’il existe une suite ge´ne´rique (xn) de petits points dans
X et soit m suffisament grand pour que l’application αm de l’e´tape (2)
soit quasi-finie de degre´ ge´ne´rique 1. On construit une suite ge´ne´riques de
petits points (un) ⊂ Um de la manie`re suivante : soit φ : N → Nm, φ(n) =
(φ1(n), . . . , φm(n)) une bijection fixe´e. Puisque la suite (xn) est Zariski dense
en X, la suite (yn := (xφ1(n), . . . , xφm(n))) est Zariski dense en X
m, ce qui
entraine qu’elle a une sous-suite ge´ne´rique. En prenant e´ventuellement une
sous-suite de celle-ci, on obtient une suite ge´ne´rique (un) ⊂ Um. La suite
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(vn := αm(un)) ⊂ Vm est elle aussi ge´ne´rique, et en plus (un) et (vn) sont
suites de petits points par rapport aux faisceaux hermitiens correspondants.
5. Le the´ore`me d’e´quidistribution applique´ aux deux suites construites
au pas pre´ce´dent dit qu’elles sont e´quidistribue´es par rapport aux mesures
normalise´es µ et ν construites a` partir de ωm,σ, respectivement ωm−1,σ de
l’e´tape (3). Puisque αm : Um → Vm est un isomorphisme et αm(un) = vn
on obtient que α−1m (ν) = µ sur Um et ensuite sur X
m
σ (C).
6. Soit x un point lisse de Xσ(C). La forme µ est non-nulle en
(x, x, . . . , x) ∈ Xmσ (C). Mais αm envoie la diagonale de Xm en (0, 0, . . . , 0),
ce qui entraˆıne que α−1m (ν) s’annule en (x, x, . . . , x). La contradiction montre
le the´ore`me.
Remarque 2.1. Ullmo montre la conjecture de Bogomolov pour une courbe
C plonge´e, via j, dans la jacobienne J en utilisant, dans le roˆle de αm,
l’application s : Cg → J , (x1, . . . , xg) 7→ j(x1) + · · ·+ j(xg) [36].
3. Minoration de la hauteur d’une sous-varie´te´ qui n’est pas de
torsion
David et Philippon ont donne´ une de´monstration inde´pendante de la
conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e [12]. L’ine´galite´ 1.2 implique le fait
qu’il serait suffisant de montrer, si X est une sous-varie´te´ qui n’est pas
de torsion de la varie´te´ abe´lienne A, que hˆL(X) > 0. David et Philippon
trouvent une borne infe´rieure pour hˆL(X), en utilisant des me´thodes propres
a` l’approximation diophantienne. La de´finition de la hauteur, ainsi que les
calculs, ne sont pas de nature “arakelovienne”. Notons toutefois que la hau-
teur normalise´e construite en [24] a` partir des formes de Chow co¨ıncide avec
celle de´crite dans la premie`re section de ces notes.
Une version arakelovienne de ce re´sultat concernant une borne effective
de la hauteur de X est donne´ en [19]. On pre´sente dans ce paragraphe les
e´le´ments de la preuve, en soulignant le fait que, bien qu’elle reprend certaines
ide´es de David et Philippon, elle est dans l’esprit des preuves qualitatives
de Ullmo et Zhang.
Le the´ore`me principal de ce paragraphe est le suivant :
The´ore`me 3.1. Si X est une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne A, telle
que X n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne, alors
ĥL(X) > CγX degL(X)
−4max(1,2(γX−1))(d+1)(log degL(X))
−4(d+1)
ou` C = C(A/K , L) est une constante inde´pendante de X, BX est la sous-
varie´te´ abe´lienne de A engendre´e par X −X, γX est le nombre minimal de
X −X dont la somme vaut BX , d = dimBX .
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Remarquons que l’estimation trouve´e est ge´ome´trique, dans le sens ou` elle
ne de´pend pas du corps de de´finition de X, et polynomiale en (degLX)−1.
Si la sous-varie´te´ X est la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne B de A
par un point x0 qui n’est pas de torsion, la minoration de sa hauteur n’est
plus de nature ge´ome´trique. En effet, cette minoration sera controle´e par la
hauteur de x0 :
The´ore`me 3.2. Soient A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de
nombres K et L un faisceau inversible, ample et syme´trique sur A. Si B
est une sous-varie´te´ abe´lienne de A, x0 ∈ A est un point qui n’est pas de
torsion et X = x0 +B, alors
ĥL(X) = (dimB + 1)hA/B(x0)
ou` hA/B(x0) = ĥL(x0)− ĥL(b0), b0 e´tant un point de B de´termine´ par x et
L.
Les e´le´ments de la preuve (due a` Chambert-Loir) seront pre´sente´e dans
le paragraphe suivant.
Revenons maintenant aux ide´es principales de la preuve du The´ore`me
3.1. Soient donc A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres
K, de dimension g, et L un faisceau inversible, tre`s ample et syme´trique sur
A. Soit (A,L) un mode`le de (A,L) sur OK . On munit L des me´triques du
cube a` l’infini. On suppose de plus que le plongement projectif induit par
L fait de A une varie´te´ projectivement normale. Sur Am on conside`re les
faisceaux L(m) :=⊗i∈{1,...,m} Li, ou` on a note´ par Li l’image inverse pr∗iL.
Soient X une sous-varie´te´ de A, de´finie sur une extension finie K ′ de
K, de dimension d0, et X son adhe´rence sche´matique dans A. On peut
alors de´finir le degre´ de X et la hauteur de X par rapport a` L. Supposons
maintenant que X n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne de A.
On utilisera dans ce cas aussi un morphisme qui a une fibre de dimension
exceptionnelle. On conside`re l’isomorphisme
$ : A2 −→ A2
(x1, x2) 7−→ (x1, x1 − x2) .
Soit W = $
(
X2
)
et W son adhe´rence sche´matique dans A2. On a
ĥL(2)(W ) ≤ 42(d0+1)ĥL (X)
(voir [12]), ou` d0 = dimX. Pour prouver le the´ore`me 3.1 on trouvera une
minoration pour ĥL(2)(W ).
SoientB la sous-varie´te´ abe´lienne engendre´e parX−X et B son adhe´rence
sche´matique dans A. Soient γX le nombre de copies de X−X dont la somme
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vaut B et d = dim B. Supposons pour l’instant que γX = 1. Si on regarde
le morphisme surjectif
pr2 :W → B
sa fibre ge´ne´rique est de dimension 2d0 − d et la condition “X n’est pas la
translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne” implique
dim
(
W ∩ pr−12 (0)
)
= dim (X) = d0 > 2d0 − d .
La strate´gie de la preuve est la suivante : on trouvera un section d’une
puissance de L sur B, avec un grand ordre d’annulation en 0 et de norme
controle´e. Son image inverse sur W aura un grand ordre d’annulation le
long de la fibre W ∩ pr−12 (0), qui est la fibre de dimension exceptionnelle.
L’estimation du volume d’un voisinage de cette fibre, la formule de Cauchy
et la relation entre la hauteur deW et celle du diviseur de notre section ([8],
Propositions 3.2.1) permettra de minorer la hauteur de W . Celle-ci a` son
tour permet de minorer la hauteur de X, a` l’aide de la formule ci-dessus.
On peut aussi remarquer que le cas traite´ en premier sera celui de la bonne
reduction, ou` la hauteur normalise´e est elle-meˆme un nombre d’intersection.
Si δ, m et p sont des entiers positifs, le plongement
Λ := H0
(
B,L⊗δpm
)
↪→ V :=
⊕
σ∈S∞,K
H0
(
Bσ, L
⊗δpm
σ
)
fait de Λ un re´seau de V . Sur V on conside`re la norme “sup” :
(fσ)σ∈S∞,K ∈ V 7−→ ‖(fσ)‖sup = maxσ∈S∞,K supx∈Bσ(C)
‖fσ‖ (x) .
On cherchera un e´le´ment de Λ tel que son image dans chaque espace
H0
(
Bσ, L
⊗δpm
σ
)
ait un grande ordre d’annulation en 0σ et dont on pourra
controˆler la norme. Il nous faut pour ceci annuler les de´rive´es jusqu’a` l’ordre
correspondant. On a besoin donc de de´finir une base d’ope´rateurs diffe´ren-
tiels d’ordre un sur un voisinage du point en question, base induite d’une
meˆme famille d’ope´rateurs diffe´rentiels sur X. On obtient cette famille en
relevant une base d’ope´rateurs diffe´rentiels sur l’espace projectif, grace au
lemme suivant, variante d’un re´sultat de Faltings ([16]) :
Lemme 3.3. Soit X ⊂ PN une varie´te´ irre´ductible sur un corps K, de di-
mension d et soit x ∈ X un point lisse. Il existe un morphisme fini pi : X →
Pd de degre´ deg X, et une section globale non nulle s ∈ H0 (PN , O (δ)),
δ ≤ (N − d) deg X, tels que le faisceau d’ide´aux de V (s) annule Ω1X/Pd et
x /∈ V (s). En particulier, pi est e´tale sur X\ (X ∩ V (s)), donc en x. De plus,
Normpi
(
s/X
) ∈ H0 (Pd, O (δ deg X))
de´finit une hypersurface, dont l’ide´al annule, lui aussi, Ω1X/Pd .
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On peut maintenant e´noncer
Proposition 3.4. Soit r < 1 un re´el positif tel que pour toute place a` l’infini
r |s˜σ(0σ)| < 1 et la projection de Faltings soit e´tale au dessus du disque
de rayon max{r, r |s˜σ(0σ)|}, centre´ dans l’image de 0σ (s˜ e´tant une section
convenable de OB). Soit aussi ε ∈
]
0, 1d+1
[
. Si δpm  0, il existe un e´le´ment
non nul du re´seau Λ dont l’indice en 0 est supe´rieur a` T := (d!)−1/dδp(1−ε)m
et dont la norme sup ve´rifie
(3.5)
log ‖f‖sup ≤ C1
(
m log p+ log δ + pεmr2 log δ + log
1
r
)
δp[1−ε(d+1)]m .
De´monstration. L’argument qui nous permettra de choisir f est la ver-
sion suivante du lemme de Siegel, dont la preuve s’appuie sur le the´ore`me
de Minkovski :
Lemme 3.5 (Lemme de Siegel). Soient V et V˜ deux espaces vectoriels re´els
norme´s, de dimensions N et N˜ , avec des Z-re´seaux Λ, respectivement Λ˜,
et φ : V → V˜ une application line´aire surjective telle que φ(Λ) ⊆ Λ˜. Soit
V ′ = kerφ et Λ′ = Λ ∩ V ′. Il existe un e´le´ment f ∈ Λ′\ {0} tel que
‖f‖V ≤ 2
(
2N ‖φ‖ eN
Vol(V,Λ)λ1(V˜, Λ˜)
eN
) 1
N−fN
ou` Vol(V,Λ) est le covolume de Λ dans V et λ1 (V,Λ) est la norme minimale
d’un e´le´ment non-nul de Λ.
On applique le lemme ci-dessus dans le cas de l’application line´aire
φ : V −→ Rn(d+Td ) ,
construite a` partir de
φe : V −→ Rn
(fσ)σ∈S∞,K 7−→
(
s˜eσ (0σ)Deσ(f˜σ) (0σ)
)
σ∈S∞,K
ou` Deσ est un ope´rateur diffe´rentiel autour de 0σ ∈ Bσ et fσ = f˜σϕσ, avec
f˜σ une section de OBσ et ϕ un ge´ne´rateur de Lδp
m
autour de la section nulle.
On peut choisir ce ge´ne´rateur avec la norme borne´e par une constante, graˆce
a` un re´sultat de Ullmo [35] (et a` la bonne re´duction !). On a φ(Λ) ⊂ O(
d+T
d )
K′ .
Pour estimer la norme de φ on utilise le lemme suivant, conse´quence du
lemme de Schwarz et de la formule de Cauchy :
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Lemme 3.6. Soit σ une place a` l’infini fixe´e, ‖ ‖ la me´trique correspon-
dante sur Lσ, δ un entier positif et
f ∈ H0(Bσ, Lδσ)
Soit r < 1 un re´el positif tel que la projection de Faltings soit e´tale au dessus
de ∆r, la boule de rayon r autour de x = piσ(0) = (1 : 0 : . . . 0). Alors il
existe une constante positive C0 telle que
‖Def‖ (0) ≤ Cδr20
(
d∏
i=1
ei!
)
1
re
‖f‖sup .
Si, de plus, piσ est e´tale au dessus de la boule ∆2r, 2r < 1 et l’indice de f
en 0 est supe´rieur a` T > 0, il existe une constante C ′0 telle que
log ‖f(z)‖ ≤ T log
(
1
2
)
+ C ′0δr
2 + log ‖f‖sup
pour tout z ∈ pi−1σ (∆r).
Enfin, pour borner Vol(V,Λ) on fait appel au The´ore`me de Hilbert-
Samuel arithme´tique ([1]) :
(3.6) |− log Vol(V,Λ)| = O((δpm)d log(δpm)) < (δpm)d+1p−εm(d+1) .
On utilise la section qu’on vient de trouver pour minorer la hauteur de
W , et par la suite celle de X. On note toujours f la section de L(2)⊗δpm
obtenue en prenant l’image inverse de f par pr2. On a
δpm
(
cˆ1
(
L(2)
)2d0+1
/W
)
=
(
cˆ1
(
L(2)
)2d0
/div(f)
)
−
−
∑
σ∈S∞,K
∫
Wσ(C)
log ‖fσ(z)‖c1
(
L
(2)
σ
)2d0
δWσ .
La bonne re´duction fait que le premier terme est positif, et chaque inte´grale
peut s’e´crire, si on note dµ = c1
(
L
(2)
σ
)2d0
δWσ ,∫
Wσ(C)
log ‖fσ(z)‖dµ =
∫
Wσ(C)∩(pi◦pr2)−1(∆r)
log ‖fσ(z)‖dµ+
+
∫
Wσ(C)\(pi◦pr2)−1(∆r)
log ‖fσ(z)‖dµ .
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Pour la premie`re inte´grale on utilise la majoration du log ‖fσ(z)‖ fournie
par le Lemme 3.6 et l’estimation suivante du volume d’un voisinage de la
fibre au dessus de 0 :
Lemme 3.7. Soit ∆r le disque de rayon r dans Pd. On a la minoration :∫
Wσ(C)∩(pi◦pr2)−1(∆r)
c1
(
L
(2)
σ
)2d0
δWσ ≥ C2dXr2d0
(pour un re´sultat similaire voir [12], Lemme 4.3).
Pour la partie qui reste on utilise la borne de la norme de f donne´e par
la Proposition 3.4 et on obtient
Lemme 3.8. Il existe une constante ε0 telle que, si ε ≤ ε0,
hL(2)(W) ≥ p−εm(d+1)
[
C3ε
2d0
1
dX
pεm(d−d0) − C ′3(m log p+ log δ)
]
.
Le fait que d ≥ d0 + 1 nous permet de choisir m et p convenablement de
d’obtenir
Proposition 3.9. Si X est une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne a` bonne
re´duction partout, de´finie sur Q, telle que X ne soit pas la translate´e d’une
sous-varie´te´ abe´lienne et X −X soit une sous-varie´te´ abe´lienne, alors
ĥL(X) > C4(dX)
−2 d+1
d−d0− 12 (log(dX))
− d+d0+
5
2
d−d0− 12 .
Si X −X n’est pas une sous-varie´te´ abe´lienne, on note γX le nombre mi-
nimal de copies de X−X dont la somme vaut BX , la sous-varie´te´ abe´lienne
de A engendre´e par X −X. Une re´currence sur γX permet de prouver
The´ore`me 3.10. Si X est une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne A a`
bonne re´duction partout, de´finie sur Q, telle que X ne soit pas la translate´e
d’une sous-varie´te´ abe´lienne, alors
ĥL(X) > CγX degL(X)
−4max(1,2(γX−1))(d+1)(log degL(X))
−4(d+1)
ou` C est une constante inde´pendante de X, d0 = dimX et d = dimBX .
Conside´rons maintenant le cas ge´ne´ral, celui ou` A n’a pas ne´cessairement
bonne re´duction. On conside`re une suite de mode`les (Ak,Lk) de (A,L) sur
OK , tel que lim
k→∞
hLk(X) = ĥL(X) pour toute sous-varie´te´ X de A, on
fait des calculs analogues a` ceux pre´ce´dents (avec les changements dus a` la
mauvaise re´duction). Par un passage a` limite sur cette suite de mode`les on
obtient le The´ore`me 3.1.
Signalons seulement que par rapport au cas de la bonne re´duction, il y a
trois changements essentiels :
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(1) La norme du ge´ne´rateur ϕ, utilise´ dans la preuve de la Proposition
3.4, n’est plus borne´e par une constante.
(2) La hauteur de la sous-varie´te´ abe´lienne B n’est plus nulle, et en
conse´-quence il y aura un terme de plus dans l’estimation (3.6).
(3) Les hauteurs des sous-varie´te´s ne sont plus positives ou nulles, en
particulier celle du diviseur de la section trouve´e dans la Proposition
3.4.
4. Translate´e d’une sous-varie´te´ abe´lienne par un point qui
n’est pas de torsion
Ce paragraphe est consacre´ aux principaux e´le´ments de la preuve du
The´ore`me 3.2, due a` Chambert-Loir (voir [10] pour les details de ce type
d’argument).
Soient d0 = dimX = dimB et dX(= degLX) = dB(= degLB). On a
dans ce cas
hL(X) =
(
ĉ1
(L)d0+1 /X)
dX
=
(
ĉ1
(
t∗x0L
)d0+1
/B
)
dB
ou` tx0 est la translation par x0 et t
∗
x0L est le mode`le de t∗x0L. Mais
t∗x0L⊗ L−1 ∈ Pic0(A) ,
donc
t∗x0L = L⊗Q
avec Q ∈Pic0(A). On obtient alors pour les faisceaux me´trise´s
t∗x0L = L ⊗Q⊗ Lx0 .
Alors(
ĉ1
(
t∗x0L
)d0+1
/B
)
=
=
∑
a+b+c=dimB+1
(
dimB + 1
a, b, c
)(
ĉ1
(L)a ĉ1 (Q)b ĉ1 (Lx0)c /B) .
Mais le support du faisceau Lx0 est de dimension 1, donc ĉ1
(Lx0)c = 0
si c > 1. Ceci implique(
ĉ1
(
t∗x0L
)d0+1
/B
)
=
∑
a+b=dimB+1
(
dimB + 1
a, b
)(
ĉ1
(L)a ĉ1 (Q)b /B)+
+
∑
a+b=dimB
(
dimB + 1
a, b, 1
)(
c1 (L)
a
c1 (Q)
b
/B
)
hL(x0) .
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On a ∑
a+b=dimB
(
dimB + 1
a, b, 1
)(
c1 (L)
a
c1 (Q)
b
/B
)
= (dimB + 1) degLB .
D’autre part, il existe un point b0 ∈ B tel que Q/B ' t∗b0L/B ⊗ L−1/B
et donc ∑
a+b=dimB+1
(
dimB + 1
a, b
)(
ĉ1
(L)a ĉ1 (Q)b /B) =
= − (dimB + 1) degLBhL(b0) .
On obtient donc
hL(X) = (dimB + 1) (hL(x0)− hL(b0)) ,
ce qui conclut la preuve.
5. Re´sultats partiels et de´veloppements
ulte´rieurs
Szpiro [32], [33] a aborde´ pour la premie`re fois la conjecture de Bogomolov
dans le contexte de la the´orie d’Arakelov. Soit C une courbe de´finie sur un
corps de nombres K avec le mode`le C sur OK et soit c1(L) la forme de
courbure du faisceau L. Szpiro a remarque´ que si c1(Ω1C/SpecOK)2 > 0, alors
le The´ore`me 0.1 est vrai. D’autre part, l’implication inverse est vraie si
un crite`re d’amplitude de type Nakai-Moishezon est valable. Un re´sultat
de type Nakai-Moishezon a e´te´ prouve´ par Zhang ([37] pour les surfaces
arithme´tiques et [39] en ge´ne´ral), qui l’utilise pour obtenir le The´ore`me 1.2,
(i) (voir aussi Kim [17], [18]). Dans ce contexte, des re´sultats partiels sur
la conjecture de Bogomolov ont e´te´ obtenus par Burnol [9] et par Zhang
[38], [40]. Zhang de´montre la conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e pour une
courbe plonge´e dans Gnm [37] et pour les sous-varie´te´s des tores [39]. Des
pre´sentations plus de´taille´es du roˆle joue´ par la the´orie d’Arakelov dans
l’approche de la conjecture de Bogomolov sont dues a` Abbes [2] et a` Zhang
[42].
Un analogue du the´ore`me d’e´quidistribution (The´ore`me 1.2, (ii)) pour les
tores, par une me´thode plus e´le´mentaire, a e´te´ e´tabli par Bilu [4]. Schmidt
[31] et Bombieri et Zannier [6] ont donne´ des preuves de la conjecture de
Bogomolov ge´ne´ralise´e pour des tores et fornissent des bornes explicites,
exponentielles dans le degre´ de la sous-varie´te´ X, soit pour le minimum
essentiel de la hauteur des points de X, soit pour la hauteur de X. David
et Philippon [13] calculent une borne polynomiale en degX. Amoroso et
David [3] fournissent la meilleure borne possible pour la hauteur de X, en
reliant en meˆme temps la conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e au proble`me
de Lehmer ge´ne´ralise´e.
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Bombieri et Zannier [7] et David et Philippon [12] ont prouve´ la conjec-
ture de Bogomolov ge´ne´ralise´e pour des varie´te´s abe´liennes a` multiplications
complexes, et Philippon [24]III pour des produits de courbes elliptiques.
David et Philippon ont repris en [15] la de´monstration de la conjec-
ture de Bogomolov ge´ne´ralise´e dans [12] et donnent des minorations totale-
ment explicites pour la hauteur normalise´e d’une sous-varie´te´ d’une varie´te´
abe´lienne qui n’est pas de torsion et pour les minimums successifs de la
hauteur normalise´e des points.
L’analogue de la conjecture de Bogomolov ge´ne´ralise´e pour les varie´te´s
semi-abe´liennes a e´te´ prouve´ par Chambert-Loir [10], dans le cas ou` la
varie´te´ est une extension isotriviale, et par David et Philippon [14] dans
le cas ge´ne´ral.
Dans [25] Poonen construit une hauteur canonique h : A(K)→ R sur une
varie´te´ semi-abe´lienne A de´finie sur un corps de nombres (si A est abe´lienne,
on peut prendre la hauteur normalise´e associe´e a` un faisceau ample et
syme´trique). Il propose le proble`me suivant : Soient X une sous-varie´te´
ferme´e de A ge´ome´triquement inte`gre, Γ un sous-groupe
de A(Q) de rang fini et
Γ′ = {x ∈ A(Q) / nx ∈ Γ pour un n ∈ N∗}
Γ′ = {γ + z / γ ∈ Γ′ , h(z) < } ,
Si XQ n’est pas la translate´e d’une sous-varie´te´ semi-abe´lienne de A(Q) par
un point de Γ′, alors il existe un  > 0 tel que X(Q) ∩ Γ′ n’est pas Zariski
dense en X (“Mordell-Lang plus Bogomolov”). Poonen et, inde´pendamment,
Zhang [43] prouvent cette proprie´te´ dans toutes les situations ou` la conjec-
ture de Bogomolov ge´ne´ralise´e et le the´ore´me d’e´quidistribution des petits
points ont lieu pour A.
Re´mond [28] utilise les calculs ainsi que certaines des ide´es de David
et Philippon [15] et prouve une version explicite de la conjecture de Lang
de´montre´e par Faltings [16], en donnant une borne explicite du nombre des
translate´es :
The´ore`me 5.1. Soient A une varie´te´ abe´lienne de dimension g de´finie sur
un corps de nombres, L un faisceau inversible ample et syme´trique sur A,
X une sous-sche´ma ferme´ de dimension m−1 et Γ un sous-groupe de A(Q)
de rang r ∈ N. Alors il existe un entier S,
S ≤ (c(A,L) degLX)(r+1)g
5m2
,
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des e´le´ments x1, . . . , xS ∈ X(Q) ∩ Γ et des sous-varie´te´s abe´liennes
B1, . . . , BS de A de sorte que xi +Bi ∈ A pour i ∈ {1, . . . , S} et
X(Q) ∩ Γ =
S⋃
i=1
(xi +Bi)(Q) ∩ Γ .
En plus, la constante c(A,L) (un terme de hauteur) peut eˆtre calcule´e ex-
plicitement.
Par ailleurs, en utilisant les meˆmes methodes, Re´mond [29] donne des
versions explicites pour un the´ore`me “Mordell-Lang plus Bogomolov” pour
des tores. Dans [30] il prouve ce the´ore`me pour des varie´te´s semi-abe´liennes.
Dans une suite d’articles ([21], [22], [23]), Moriwaki, apre`s avoir de´fini
une fonction hauteur pour varie´te´s de´finies sur un corps de degre´ de trans-
cendance fini sur Q, de´montre la proprie´te´ d’e´quidistribution des points de
petite hauteur ([21]), la conjecture de Bogomolov ([21], [22]) et le the´ore`me
“Mordell-Lang plus Bogomolov” ([23]) dans ce contexte.
Chambert-Loir [11] e´tudie des proprie´te´s d’e´quidistribution aux places
finies, dans le cadre des espaces de Berkovich.
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